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Bevezete´s
Tegyu¨k fel, hogy egy befekteto˝ ke´t kocka´zatos befektete´s ko¨zu¨l va´laszthat,
amelyeken X , illetve Y ve´letlen o¨sszeget nyerhet. Hogyan do¨ntso¨n ?
A legegyszeru˝bb megolda´s o¨sszehasonlı´tani a va´rhato´ e´rte´keiket, EX-et e´s
EY -t, ez azonban a tapasztalatok szerint nagyon kocka´zatos do¨nte´sekhez vezet.
Daniel Bernoulli [4]-ban javasolta, hogy inka´bb Eu(X)-et e´s Eu(Y )-t kellene
o¨sszehasonlı´tani, ahol u : R → R adott, a befekteto˝re jellemzo˝ fu¨ggve´ny. Az u-t
hasznossa´gi fu¨ggve´nynek szoka´s nevezni, Eu(X)-et pedig az X va´rhato´ hasznos-
sa´ga´nak.
O´ria´si irodalom foglalkozik az optima´lis befektete´sek ilyen megko¨zelı´te´se´vel,
mi csak a klasszikus [12, 22, 3, 13, 19] munka´kra utalunk. A´ltala´ban u-ro´l fel-
teszik, hogy monoton no¨vo˝ (azaz to¨bb pe´nznek nagyobb a hasznossa´ga), illetve
hogy konka´v (ezt a befekteto˝ kocka´zatkeru¨le´se´vel hozhato´ kapcsolatba). Sajnos
ezeket a felteve´seket a valo´s szeme´lyeken ve´gzett kı´se´rletek nem ero˝sı´tette´k meg,
[1, 10, 21]. Ma´s felteve´seket javasolt pe´lda´ul [10, 21], melyek szerint u(x)-nek
x < w-re konvexnek kellene lennie, x ≥ w-re pedig konka´vnak, itt w ∈ R a
befekteto˝ viszonyı´ta´si pontja.
Egy adott pe´nzu¨gyi piacon alapveto˝ feladat optima´lis befektete´sek vizsga´lata.
Milyen felte´telek mellett le´teznek? Hogyan lehet o˝ket kisza´molni? Ebben az
e´rtekeze´sben az elso˝ ke´rde´ssel foglalkozunk.
Ha u nem konka´v, a szokva´nyos mo´dszerek (konvex dualita´s illetve a Banach-
Saks te´tel ku¨lo¨nbo¨zo˝ va´ltozatai) nem mu˝ko¨dnek. Tova´bbi nehe´zse´gek le´pnek fel
ha [10, 21]-t ko¨vetve felte´telezzu¨k, hogy a befekteto˝k torzı´tott valo´szı´nu˝se´gekkel
dolgoznak. Ilyenkor a dinamikus programoza´s is cso˝do¨t mond.
E disszerta´cio´ban optima´lis befektete´sek le´teze´se´t la´tjuk be a szokva´nyosto´l
elte´ro˝ felte´telek mellett. Nem-konka´v u fu¨ggve´nyeket illetve torzı´tott valo´szı´nu˝se´-
geket tekintu¨nk, valamint olyan piacmodelleket vizsga´lunk, ahol a likvidita´si ne-
he´zse´geket is tekintetbe vesszu¨k.
Az eredme´nyek kimonda´sa´na´l za´ro´jelben jelzem, hogy az adott eredme´ny hol
tala´lhato´ a disszerta´cio´ban.
Diszkre´t ideju˝ piacmodell
Ha x, y ∈ Rn vektorok (valamely n-re), akkor xy jelo¨li skala´ris szorzatukat,
|x| pedig az euklideszi norma´t. Mindve´gig egy ro¨gzı´tett (Ω,F, P ) valo´szı´nu˝se´gi
mezo˝n dolgozunk e´s a tekintett szigma-algebra´kro´l feltesszu¨k, hogy minden P -
nulla halmazt tartalmaznak. Ro¨gzı´tsu¨k a T ∈ N \ {0} ido˝horizontot, valamint az
Ft, t = 0, . . . , T filtra´cio´t. Alkalmazzuk majd az x
+ := max{x, 0} e´s x− :=
max{−x, 0} jelo¨le´seket x ∈ R esete´n.
Ro¨gzı´tve d ∈ N \ {0}-t, legyen St, t = 0, . . . , T egy d-dimenzio´s adapta´lt
ve´letlen folyamat, mely d re´szve´ny a´ra´t ı´rja le. Felte´telezzu¨k, hogy le´tezik olyan
kocka´zatmentes pe´nzu¨gyi eszko¨z, melynek a´ra mindig 1 (“banksza´mla”). Jelo¨lje
φt ∈ R
d, t = 1, . . . , T a befekteto˝ pozı´cio´ja a t ido˝pontban az adott d re´szve´nyben:
dc_1138_15
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
ez a folyamat a befekteto˝ strate´gia´ja. Feltesszu¨k, hogy φt mindig jo´solhato´, azaz
Ft−1-me´rheto˝. Az o¨sszes strate´gia halmaza´t Φ jelo¨li. Legyen z ∈ R a befekteto˝
kezdeti to˝ke´je. Ekkor portfolio´ja´nak e´rte´ke a t ido˝pontban
Xz,φt = z +
t∑
j=1
φj(Sj − Sj−1).
Feltesszu¨k, hogy a befekteto˝ viselkede´se´t jellemzo˝ u : R→ R fu¨ggve´ny mono-
ton nem cso¨kkeno˝ e´s folytonos. Legyen tova´bba´ B egy valo´s e´rte´ku˝ FT -me´rheto˝
valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´: a befekteto˝ viszonyı´ta´si pontja. Ez lehet pl. valamely ma´s
befekteto˝ portfolio´ja´nak vagy egy to˝zsdeindexnek az e´rte´ke T -ben.
A befekteto˝ ce´lja, hogy olyan φ∗ strate´gia´t tala´ljon, melyre
Eu(Xz,φ
∗
T −B) = u¯(z) := sup
φ∈Φ(u,z)
Eu(Xz,φT −B) (1)
ahol Φ(u, z) := {φ ∈ Φ : Eu−(Xz,φT − B) < ∞}. Az (1) proble´ma jo´l kitu˝zo¨tt,
ha u¯(z) <∞.
Most az elme´leti ko¨zgazdasa´gtan egyik ko¨zponti fogalma´ro´l kell szo´t ejtenu¨nk,
az arbitra´zsro´l (azaz kocka´zatmentes haszonro´l). Hate´konyan mu˝ko¨do˝ piacon ilyen
nem le´tezhet, eze´rt terme´szetes bevezetni az ala´bbi (NA) felte´telt.
Definı´cio´. A piacon teljesu¨l az arbitra´zsmentesse´g felte´tele (ennek jelo¨le´se (NA))
ha ba´rmely φ ∈ Φ-re, X0,φT ≥ 0 m.m.-bo˝l ko¨vetkezik, hogy X
0,φ
T = 0 m.m.
Az a´ltalunk tekintett (1) proble´ma´ban (NA) teljesu¨le´se szu¨kse´ges az optima´lis
strate´gia´k le´teze´se´hez:
A. A´llı´ta´s.(Proposition 1.5) Ha u szigoru´an monoton no¨vo˝ e´s le´tezik φ∗ mely
eleget tesz (1)-nek, akkor (NA) teljesu¨l. ✷
Szu¨kse´gu¨nk lesz az (NA) felte´telnek egyfajta “kvantitatı´v” jellemze´se´re. Ehhez
jelo¨lje Dt(ω) a P (∆St ∈ ·|Ft−1)(ω) me´rte´k tarto´ja´nak affin burka´t.
B. A´llı´ta´s.(Proposition 1.6) (NA) pontosan akkor teljesu¨l, ha t = 0, . . . , T − 1-re
le´teznek olyan Ft-me´rheto˝ νt, κt > 0 valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´k, melyekre igaz, hogy
P (ξ∆St+1 ≤ −νt|ξ||Ft) ≥ κt
minden Ft-me´rheto˝ ξ valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´ra, melyre ξ(ω) ∈ D(ω) m.m. ✷
Optima´lis strate´gia´k le´teze´se: diszkre´t ideju˝ piacok
A jelen e´rtekeze´s fo˝ eredme´nyei optima´lis befektete´sek le´teze´se´t igazolja´k sza´-
mos modelloszta´lyban e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ befekteto˝i krite´riumok szerint. Ezen ered-
me´nyek – a kapcsolo´do´ ellenpe´lda´kkal egyu¨tt – ra´vila´gı´tanak arra, hogy milyen
parame´terek vezetnek e´rtelmes feladatokhoz, melyeket azta´n a gyakorlatban hasz-
na´lni lehet.
Elso˝ke´nt a va´rhato´ hasznossa´got maximaliza´ljuk felu¨lro˝l korla´tos u esete´ben.
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C. Te´tel.(Theorem 2.1) Tegyu¨k fel, hogy (NA) teljesu¨l, u pedig felu¨lro˝l korla´tos e´s
fenna´ll
lim
x→−∞
u(x) = −∞.
Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy
Eu(z −B) > −∞ minden z ∈ R-re.
Akkor minden z ∈ R esete´n le´tezik φ∗ = φ∗(z) ∈ Φ melyre (1) teljesu¨l. ✷
Most megne´zzu¨k, mi to¨rte´nik, ha u nem korla´tos felu¨lro˝l.
Pe´lda. Legyen
u(x) =
{
xα, x ≥ 0
−|x|β, x < 0,
ahol α, β > 0. Tegyu¨k fel, hogy S0 = 0,∆S1 = ±1 p illetve 1−p valo´szı´nu˝se´ggel,
valamely 0 < p < 1-re. Ekkor
Eu(n∆S1) = pn
α − (1− p)nβ .
Ha α ≥ β e´s p > 1/2 akkor E(u(n∆S1)) → ∞, n → ∞. Teha´t ahhoz, hogy
az optima´lis befektete´si proble´ma jo´l kitu˝zo¨tt legyen, szu¨kse´ges, hogy α < β
fenna´lljon. Ala´bb la´tni fogjuk, hogy ez ele´gse´ges is, alkalmas felte´telek mellett.
Az ala´bbi tulajdonsa´gokat ko¨vetelju¨k meg u-ro´l:
1. Felteve´s. Tegyu¨k fel, hogy le´tezik c ≥ 0, x > 0, x > 0, 0 < α < β melyekre
minden λ ≥ 1 esete´n fenna´ll
u(λx) ≤ λαu(x) + c ha x ≥ x,
u(λx) ≤ λβu(x) ha x ≤ −x,
valamint teljesu¨l
u(−x) < 0, u(x) ≥ 0.
Jelo¨ljeW azon ve´ges dimenzio´s Y valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´k halmaza´t, melyekre
E|Y |p <∞ teljesu¨l minden p > 0-ra.
D. Te´tel.(Corollary 2.20) Tegyu¨k fel, hogy
u(x) ≥ −m(|x|p + 1), x ∈ R,
valamely m, p > 0-re. Legyen B ∈ W alulro´l korla´tos, St − St−1 ∈ W, 1 ≤
t ≤ T e´s (NA) teljesu¨ljo¨n u´gy, hogy az A. A´llı´ta´sban szereplo˝ mennyise´gekre
1/νt, 1/κt ∈W, 0 ≤ t ≤ T − 1. Akkor le´tezik olyan φ
∗ ∈ Φ(z), mely eleget tesz
(1)-nek, valamint φ∗t ∈W, 1 ≤ t ≤ T . ✷
E. Te´tel.(Corollary 2.22) Az 1. Felteve´s mellett legyen tova´bba´ St, 1 ≤ t ≤ T
korla´tos folyamat. Teljesu¨ljo¨n (NA) u´gy, hogy az A. A´llı´ta´sban szereplo˝ νt, κt
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konstansok, 1 ≤ t ≤ T − 1. Akkor le´tezik olyan φ∗ ∈ Φ(z), mely eleget tesz
(1)-nek, valamint φ∗t , 1 ≤ t ≤ T korla´tos folyamat. ✷
Megemlı´tju¨k az elo˝bbi ke´t te´tel egy e´rdekes ko¨vetkezme´nye´t.
F. Ko¨vetkezme´ny.(Corollary 2.47) Legyen St − St−1 ∈ W, 1 ≤ t ≤ T e´s (NA)
teljesu¨ljo¨n u´gy, hogy az A. A´llı´ta´sban szereplo˝ mennyise´gekre 1/νt, 1/κt ∈ W,
0 ≤ t ≤ T − 1. Akkor le´tezik olyan Q1 ∼ P me´rte´k melyre dQ1/dP korla´tos,
dP/dQ1 ∈ W e´s S egy Q1-martinga´l Le´tezik olyan Q2 ∼ P is, melyre dP/dQ2
korla´tos, dQ2/dP ∈ W e´s S egy Q2-martinga´l. Ha pedig St, 1 ≤ t ≤ T korla´tos
folyamat e´s (NA) teljesu¨l νt, κt konstansokkal, 1 ≤ t ≤ T − 1, akkor van olyan
Q3 ∼ P , melyre dQ3/dP, dP/dQ3 egyara´nt korla´tosak e´s S egy Q3-martinga´l. ✷
Most [10, 21]-t ko¨vetve olyan befekteto˝ket vizsga´lunk, akik torzı´tott valo´szı´-
nu˝se´gekkel sza´molnak. E ce´lbo´l bevezetju¨k az u+, u− : R+ → R+ e´s w+, w− :
[0, 1]→ [0, 1] fu¨ggve´nyeket, melyeket folytonosnak te´telezu¨nk fel, valamint meg-
ko¨vetelju¨k, hogy u±(0) = 0, w±(0) = 0 e´s w±(1) = 1. Ebben a modell-
ben a befekteto˝ ku¨lo¨n tekint nyerese´ge´re illetve vesztese´ge´re: u+(x) kifejezi az
x nyerese´g a´ltal keltett ele´gedettse´get, u−(x) pedig az x vesztese´g a´ltal keltett
csalo´da´st. Terme´szetesen lehetse´ges lenne az u± fu¨ggve´nyekbo˝l egy u hasznossa´gi
fu¨ggve´nyt gyu´rni a
u(x) := u+(x), x ≥ 0, u(x) := −u−(−x), x < 0 (2)
definı´cio´kkal, de ce´lszeru˝bb u±-al dolgozni.
Minden θ ∈ Φ-re definia´ljuk a
V+(θ, z) :=
∫ ∞
0
w+
(
P
(
u+
([
Xθ,zT −B
]+)
≥ y
))
dy, (3)
e´s
V−(θ, z) :=
∫ ∞
0
w−
(
P
(
u−
([
Xθ,zT −B
]−)
≥ y
))
dy (4)
mennyise´geket. Jelo¨lje A(z) azon θ-k halmaza´t, melyekre V−(θ, z) <∞. Legyen
V (θ, z) := V+(θ, z)− V−(θ, z),
ha θ ∈ A(z). Vegyu¨k e´szre, hogy ha w±(x) = x, azaz nincsen torzı´ta´s, akkor az
(2)-ban szereplo˝ u fu¨ggve´nnyel A(z) = Φ(u, z) e´s V (θ, z) = Eu(Xz,θT −B).
Ce´lunk olyan θ∗ ∈ A(z)-t tala´lni, melyre
V (θ∗, z) = sup
θ∈A(z)
V (θ, z). (5)
2. Felteve´s Legyen Ft a σ(Z1, . . . , Zt) teljesse´ te´tele (P szerint), t = 1, . . . , T ,
ahol Zi, i = 1, . . . , T fu¨ggetlen, R
N -e´rte´ku˝ valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´ valamely N ∈
N-re. Y0 ∈ R
L konstans, Y1 = f1(Z1), Yt = ft(Y1, . . . , Yt−1, Zt), t = 2, . . . , T
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alkalmas ft : R
N+(t−1)L → RL folytonos fu¨ggve´nyekkel, valamely L ∈ N-
re. Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy B = g(Y1, . . . , YT ) valamely folytonos g-re e´s az
a´rfolyamatra Sit = Y
i
t , i = 1, . . . , d teljesu¨l t = 0, . . . , T -re, ahol 1 ≤ d ≤ L.
Tova´bba´ minden t = 1, . . . , T -re le´tezik Ft-me´rheto˝ egyenletes eloszla´su´ Ut ami
fu¨ggetlen Ft−1 ∨ σ(Yt)-to˝l.
A fenti felteve´sben szereplo˝ Y folyamat az adott gazdasa´got leı´ro´ te´nyezo˝ket
modellezi. Az elso˝ d koordina´ta´ja adja meg a tekintett re´szve´nyek a´rait, a to¨bbi
koordina´ta pedig esetleges ma´s te´nyezo˝ket (infla´cio´, munkane´lku¨lise´g). Megje-
gyezzu¨k, hogy a 2. Felteve´sre aze´rt van szu¨kse´g, mert biztosı´t egy bizonyos za´rt-
sa´gi tulajdonsa´got a Law(Xz,φT ), φ ∈ Φ halmazra (a precı´z megfogalmaza´se´rt la´sd
az e´rtekeze´s 3.3 szakasza´t, ahonnan az is kideru¨l, hogy ez a za´rtsa´gi tulajdonsa´g
ko¨nnyen se´ru¨lhet).
Elso˝ke´nt most is azt az esetet ne´zzu¨k, amikor u+ felu¨lro˝l korla´tos.
G. Te´tel.(Theorem 3.4) Legyen u+ felu¨lro˝l korla´tos, u−(∞) =∞, u−, w− mono-
ton no¨vo˝ e´s w−(x) > 0, x > 0, valamint tegyu¨k fel, hogy
V−(0, z) <∞. (6)
Ha (NA) e´s a 2. Felteve´s igazak, akkor
V (θ∗, z) = sup
θ∈Φ
V (θ, z).
valamely θ∗ = θ∗(z) ∈ Φ-ra. ✷
La´thato´an nem ko¨veteltu¨k meg u± monotonita´sa´t vagy konvex/konkavita´sa´t.
Eze´rt a nagyfoku´ a´ltala´nossa´ge´rt azzal fizetu¨nk, hogy a piacmodellro˝l kell ero˝s
felteve´ssel e´lnu¨nk (2. Felteve´s).
Most arra az esetre te´ru¨nk a´t, ha u+ nem felte´tlenu¨l felu¨lro˝l korla´tos.
3. Felteve´s Legyen
u+(x) ≤ k+(x
α + 1),
k−(x
β − 1) ≤ u−(x),
w+(p) ≤ g+p
γ ,
w−(p) ≥ g−p
δ,
valamely α, β, γ, δ, k±, g± > 0 konstansokkal. Tegyu¨k fel, hogy az ala´bbi ha´rom
felteve´s (legala´bb) egyike fenna´ll:
γ, δ ≤ 1,
α
γ
< β
vagy
γ > 1, δ ≤ 1, α < β,
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vagy
α < β,
α
γ
< 1 <
β
δ
, u−, w− monoton no¨vo˝.
Fo˝ eredme´nyu¨nk a ko¨vetkezo˝:
H. Te´tel.(Theorems 3.16, 4.16) Legyen e´rve´nyben a 2. e´s 3. Felteve´s. Legyen
B ∈ W alulro´l korla´tos, V−(z − B) < ∞ minden z ∈ R-re, St − St−1 ∈ W,
1 ≤ t ≤ T e´s (NA) teljesu¨ljo¨n u´gy, hogy az A. A´llı´ta´sban szereplo˝ mennyise´gekre
1/νt, 1/κt ∈W, 0 ≤ t ≤ T − 1. Ekkor minden z ∈ R-re
sup
θ∈A(z)
V (θ, z) <∞, (7)
e´s le´tezik θ∗ = θ∗(z) ∈ A(z) amelyre (5) teljesu¨l. ✷
Megjegyezzu¨k, hogy α < β e´s α/γ ≤ β/δ szu¨kse´ges felte´telei (7)-nak, la´sd az
e´rtekeze´s 3.4 szakasza´t. A G. e´s H. Te´telek alkalmazhato´k pe´lda´ul bizonyos nem
teljes diffu´zio´s piacmodellek diszkretiza´ltjaira, la´sd az e´rtekeze´s 3.6 szakasza´t.
Optima´lis strate´gia´k le´teze´se: folytonos ideju˝ piacok
Mostanto´l felte´telezzu¨k, hogy a kereskede´s folytonosan to¨rte´nik a [0, T ] in-
tervallumon. Legyen Ft, t ∈ [0, T ] egy jobbro´l folytonos e´s P -teljes filtra´cio´.
Legyen az St, t ∈ [0, T ] a´rfolyamat R
d-e´rte´ku˝ e´s adapta´lt, melynek majdnem min-
den trajekto´ria´ja jobbro´l folytonos e´s baloldali hata´re´rte´kkel rendelkezik. Legyen
ϕt, t ∈ [0, T ] szinte´n R
d-e´rte´ku˝, jo´solhato´ folyamat mely leı´rja a d re´szve´ny port-
folio´ban le´vo˝ mennyise´ge´t a t ido˝pontban. Feltesszu¨k, hogy S szemimartinga´l, ϕ
pedig S-integra´lhato´.
A portfolio´ e´rte´ke a t ido˝pontban
Xz,ϕt := z +
∫ t
0
ϕudSu, t ∈ [0, T ], (8)
ahol z a kezdeti to˝ke.
Sajnos nem dolgozhatunk az o¨sszes S-integra´lhato´ strate´gia´val, mert akkor ar-
bitra´zs le´pne fel. Eze´rt egy ne´mileg o¨nke´nyes, de jo´l mu˝ko¨do˝ oszta´lyt jelo¨lu¨nk
ki. Feltesszu¨k, hogy van olyan Q ∼ P , amelyre ne´zve S martinga´l. Egy piacot
teljesnek mondunk, ha csak egyetlen ilyen Q le´tezik. Ro¨gzı´tu¨nk egy ilyen Q-t e´s
legyen
Φa := Φa(Q) := {ϕ : X
0,φ
· Q-martinga´l}.
Teljes piacokon aΦa oszta´ly terme´szetes va´laszta´s e´s minden FT -me´rheto˝H ∈
L1(Q) esete´n van olyan z ∈ R e´s ϕ ∈ Φa melyre H = X
z,ϕ
T (azaz H elo˝a´llı´thato´
az adott re´szve´nyekkel). Mint az elo˝zo˝ szakaszban, most is ro¨gzı´tju¨k u±-et e´s
w±-et, valamint egy FT -me´rheto˝ R-e´rte´ku˝ valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´t, B-t.
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4. Felteve´s. Legyen dQ/dP, dP/dQ ∈ W. Legyen a dQ/dP valo´szı´nu˝se´gi
va´ltozo´ Q alatti eloszla´sfu¨ggve´nye folytonos, B ∈ L1(Q). Ve´gu¨l le´tezzen egyen-
letes eloszla´su´ (P alatt), FT -me´rheto˝ U , mely fu¨ggetlen dQ/dP -to˝l (P alatt).
5. Felteve´s HaX = B vagyX ∈ L1(Q) me´rheto˝ σ(dQ/dP,U∗)-ra, akkor le´tezik
olyan ϕ ∈ Φa, hogy X = X
z,ϕ
T .
Jelo¨lje, csaku´gy, mint (3)-ban e´s (4)-ben,
V+(ϕ, z) :=
∫ ∞
0
w+
(
P
(
u+
([
Xϕ,zT −B
]+)
≥ y
))
dy,
e´s
V−(ϕ, z) :=
∫ ∞
0
w−
(
P
(
u−
([
Xϕ,zT −B
]−)
≥ y
))
dy.
Legyen most
A(z) := {φ ∈ Φa : V−(ϕ, z) <∞}
e´s definia´ljuk minden ϕ ∈ A(z)-re az ala´bbi mennyise´get:
V (ϕ, z) := V+(ϕ, z)− V−(ϕ, z).
Arra keresu¨nk felte´teleket, hogy
sup
φ∈A(z)
V (ϕ, z) <∞ (9)
legyen, illetve, hogy
sup
φ∈A(z)
V (ϕ, z) = V (ϕ∗, z) (10)
teljesu¨ljo¨n valamely ϕ∗ ∈ A(z)-re.
I. A´llı´ta´s.(Propositions 4.5, 4.8, 4.9) A 4. Felteve´s mellett, ha (9) teljesu¨l, akkor
szu¨kse´gke´ppen
α ≤ β e´s
α
γ
≤ 1 ≤
β
γ
igaz. ✷
J. Te´tel.(Theorems 4.15, 4.18) Teljesu¨ljo¨n a 4. Felteve´s, valamint V−(0, z) < ∞
minden z ∈ R-re. Ha
α < β e´s
α
γ
< 1 <
β
γ
, (11)
akkor (9) igaz. Ha az 5. Felteve´s is fenna´ll, akkor le´tezik ϕ∗ = ϕ∗(z), melyre (10)
igaz. ✷
A 4. e´s 5. felteve´sek teljesu¨lnek a jo´l ismert Black-Scholes modellben.
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Piacok likvidita´si megko¨te´sekkel
Az elo˝zo˝ szakasz modellje´ben maradunk, azzal a ku¨lo¨nbse´ggel, hogy most te-
kintetbe vesszu¨k a piacon jelen le´vo˝ likvidita´si nehe´zse´geket: nagy mennyise´gu˝
re´szve´nyt csak kedvezo˝tlenebb a´ron lehet adni-venni. Nagyon sok, a mie´nkhez
hasonlo´ modellro˝l ı´rtak, la´sd pe´lda´ul [11, 5, 2, 20, 18, 8], me´gis az ala´bbi K. Te´tel
az elso˝ a´ltala´nos eredme´ny optima´lis strate´gia´k egzisztencia´ja´ro´l.
Jelo¨lje O az opciona´lis szigma-algebra´t (melyet az adapta´lt, jobbro´l folytonos
folyamatok genera´lnak Ω× R-en).
A strate´gia´k ala´bbi oszta´lya´val dolgozunk majd:
A :=
{
φ : φ Rd-e´rte´ku˝, O-me´rheto˝ folyamat,
∫ T
0
|φu|du <∞ m.m.
}
,
itt φit a kereskede´s sebesse´ge´t adja meg az i. re´szve´nyre a t ido˝pontban, mely
negatı´v, ha a befekteto˝ elad e´s pozitı´v, ha va´sa´rol. Pozı´cio´ink a d re´szve´nyben a t
ido˝pontban ekkor ϕt = ϕ0 +
∫ t
0 φudu (az integra´l koordina´ta´nke´nt e´rtendo˝).
Tegyu¨k fel, hogy 0 kezdo˝to˝ke´vel indulunk e´s φ ∈ A. Ekkor portfolio´nk e´rte´ke´t
(8) adja meg, ı´gy a banksza´mla´n le´vo˝ pe´nz mennyise´ge
∫ T
0
ϕtdSt − ϕTST = −
∫ T
0
φtStdt, (12)
felte´ve, hogy a kezdeti pozı´cio´nk ϕ0 = 0 a re´szve´nyekben. Ez uto´bbi kifejeze´s
azonban akkor is e´rtelmezheto˝, ha S nem szemimartinga´l.
Ezen felba´torodva feltesszu¨k, hogy (12) adja meg pozı´cio´nkat a kocka´zatmen-
tes terme´kben (= banksza´mla), ha nincsenek likvidita´si nehe´zse´gek. Ez uto´bbiakat
viszont egy G fu¨ggve´nnyel jellemezzu¨k.
6. Felteve´s. Legyen G : Ω × [0, T ] × Rd → R+ egy O ⊗ B(R
d)-me´rheto˝
fu¨ggve´ny, melyre Gt(·) konvex e´s Gt(x) ≥ Gt(0) minden ω, t, x-re. Valamely
α > 1-re le´tezik olyan opciona´lisHt, t ∈ [0, T ] folyamat melyre inft∈[0,T ]Ht > 0
valo´szı´nu˝se´gi va´ltozo´ e´s
Gt(x) ≥ Ht|x|
α, minden ω, t, x-re,∫ T
0
(
sup
|x|≤N
Gt(x)
)
dt <∞ m.m. minden N > 0-ra.
Tipikus va´laszta´s d = 1 esete´n Gt(x) := Htx
2 valamely alkalmas H folya-
mattal. Definia´ljuk G Fenchel-Legendre konjuga´ltja´t is:
G∗t (y) := sup
x∈Rd
(xy −Gt(x)), y ∈ R
d, t ∈ [0, T ]. (13)
Legyen z ∈ Rd+1 a kezdeti pozı´cio´nk: z0 a pe´nz a banksza´mla´n, zi az i.
re´szve´ny mennyise´ge, i = 1, . . . , d. Tekintetbe ve´ve a likvidita´si proble´ma´kat,
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feltesszu¨k, hogy pozı´cio´nkat φ ∈ A esete´n a banksza´mla´n
X0t (z, φ) := z
0 −
∫ t
0
φuSudu−
∫ t
0
Gu(φu)du,
az i. re´szve´nyben pedig
Xit(z, φ) := ϕ
i
t = z
i +
∫ t
0
φiudu 1 ≤ i ≤ d
adja meg. Ha c ∈ R, akkor jelo¨lje cˇ azt a (d + 1)-dimenzio´s vektort, melynek 0.
koordina´ta´ja c, a to¨bbi pedig 0.
K. Te´tel(Theorem 5.12) A 6. Felteve´s mellett legyen u : R → R konka´v e´s nem
cso¨kkeno˝, melyre Eu(c − B + W ) < ∞ teljesu¨l, ahol W =
∫ T
0 G
∗
t (−St)dt.
Le´tezik olyan φ∗ ∈ A′(u, c) melyre
Eu(X0T (cˇ, φ
∗)−B) = sup
φ∈A′(u,c)
Eu(X0T (cˇ, φ)−B) <∞,
felte´ve, hogy
A
′(u, c) := {φ ∈ A : XiT (cˇ, φ) = 0, 1 ≤ i ≤ d, Eu
−(X0T (cˇ, φ)−B) <∞}
nem u¨res. ✷
A fenti te´tel alkalmazhato´ pe´lda´ul abban az esetben, amikor u, B felu¨lro˝l
korla´tosak e´s Gt(0) ≡ 0.
A felsorolt eredme´nyek forra´sai
A C. e´s G. Te´telek [14]-bo´l sza´rmaznak, a D. e´s E. Te´telek [7]-bo˝l, a H. Te´tel
pedig [6]-bo˝l e´s [16]-bo´l. Az A. e´s B. A´llı´ta´sok, valamint az F. Ko¨vetkezme´ny is-
mertek [17]-bo˝l. Ve´gu¨l az I. A´llı´ta´s e´s a J. Te´tel forra´sa [15], a K. Te´tele´ pedig [9].
Megjegyzem, hogy az e´rtekeze´sben helyenke´nt az eredeti cikkekne´l kisse´ ero˝sebb
vagy gyenge´bb eredme´nyeket ko¨zo¨ltem e´s bizonyı´tottam.
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